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abstract. In the article we review the famous paper of Moses
Sch�on�nkel and it's in�uence on subsequent development of combinatory
logic and λ-calculus.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Øåéíôèíêåëü, êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà, ëàìáäà-
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Ïðîøëî áîëåå 80 ëåò ñ ìîìåíòà ïóáëèêàöèè íà íåìåöêîì ÿçû-
êå ñòàòüè Ìîèñåÿ Èñàåâè÷à Øåéíôèíêåëÿ �Î êèðïè÷àõ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëîãèêè�2. Âñå ýòî âðåìÿ â Ñîâåòñêîì Ñîþçå îíà
áûëà òðóäíîäîñòóïíîé. Îñòàåòñÿ ëèøü ñîæàëåòü, ÷òî ëþäè, êî-
òîðûì ìû îáÿçàíû ïåðåâîäîì íà ðóññêèé ÿçûê ìíîãèõ çàðó-
áåæíûõ ìîíîãðàôèé ïî ëîãèêå è îñíîâàíèÿì ìàòåìàòèêè, â ñâîå
âðåìÿ íå îáðàòèëè íà íåå äîëæíîãî âíèìàíèÿ. Âîçìîæíî, èìåí-
íî ïî ýòîé ïðè÷èíå òåìàòèêà êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè è λ-èñ÷èñ-
ëåíèÿ íå ïîëüçóåòñÿ ó íàñ òîé æå ïîïóëÿðíîñòüþ, ÷òî è â îñòàëü-
íîì ìèðå. Ïóáëèêóÿ ïåðåâîä ñòàòüè Ì.Øåéíôèíêåëÿ, ìû õîòèì
âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

Íåñìîòðÿ íà øèðîêóþ èçâåñòíîñòü èìåíè Ì. Øåéíôèíêåëÿ,
î ñàìîì àâòîðå ìû çíàåì íà óäèâëåíèå ìàëî � äâå ñòàòüè, îä-
íà ñîõðàíèâøàÿñÿ ôîòîãðàôèÿ è ñêóäíûå áèîãðàôè÷åñêèå äàí-
íûå. Èçâåñòíî, ÷òî îí ðîäèëñÿ 4 ñåíòÿáðÿ òî ëè 1887, òî ëè
1889 ãîäà â ãîðîäå Åêàòåðèíîñëàâå (íûíå Äíåïðîïåòðîâñê íà
Óêðàèíå). Èçó÷àë ìàòåìàòèêó â Îäåññå â óíèâåðñèòåòå, êîòî-
ðûé òîãäà íàçûâàëñÿ Íîâîðîññèéñêèì. Åãî ðóêîâîäèòåëåì áûë

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÃÍÔ. Ãðàíò � 08-03-00173à.
2Sch�on�nkel M. �Uber die Bausteine der mathematischen Logik //

Mathematische Annalen. 1924. Bd. 92. S. 305�316.
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Ñàìóèë Îñèïîâè÷ Øàòóíîâñêèé � èçâåñòíûé ðîññèéñêèé ìàòå-
ìàòèê, ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿâøèé âîïðîñàì ãåîìåòðèè è åå îñ-
íîâàíèé. Íåò íè÷åãî óäèâèòåëüíîãî â òîì, ÷òî â 1914 ã. Ì.Øåéí-
ôèíêåëü ïðèåçæàåò â ìàòåìàòè÷åñêóþ Ìåêêó òîãî âðåìåíè � â
Ãåòòèíãåí ê Ä. Ãèëüáåðòó. Èçâåñòíîñòü ïðèøëà ê Ì. Øåéíôèí-
êåëþ áëàãîäàðÿ äîêëàäó, êîòîðûé îí ñäåëàë 7 äåêàáðÿ 1920 ã.
ïåðåä Ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì Ãåòòèíãåíà. Ä. Ãèëüáåðò ðå-
êîìåíäîâàë äîêëàä ê ïóáëèêàöèè, êîòîðàÿ è áûëà îñóùåñòâëåíà
÷åòûðüìÿ ãîäàìè ïîçæå â èçâåñòíîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå
�Mathematische Annalen�. Ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ïóáëèêàöèè îêà-
çàë Ã. Áåìàí.

Â Ãåòòèíãåíå Ì. Øåéíôèíêåëü òåñíî îáùàëñÿ ñ Ï. Áåðíàé-
ñîì, êîòîðûé áûë åãî ðîâåñíèêîì. Â 1929 ã. èìè áûëà ïîäãîòîâ-
ëåíà ñîâìåñòíàÿ ïóáëèêàöèÿ3, ïîñâÿùåííàÿ ïðîáëåìå ðàçðåøè-
ìîñòè äëÿ îäíîãî ÷àñòíîãî êëàññà ôîðìóë èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêà-
òîâ. Ê ýòîìó âðåìåíè Ì. Øåéíôèíêåëü óæå âåðíóëñÿ â ÑÑÑÐ.
Ïîñëåäíèå ãîäû æèçíè îí ïðîâåë â Ìîñêâå, ãäå ñòðàäàë îò íè-
ùåòû, ëå÷èëñÿ îò ïñèõè÷åñêîãî ðàññòðîéñòâà è óìåð â 1942 ã. â
ãîñïèòàëå. Íè òî÷íàÿ äàòà ñìåðòè, íè ìåñòî ïîãðåáåíèÿ íåèç-
âåñòíû. Âî âðåìÿ âîéíû, ÷òîáû õîòü êàê-íèáóäü ñîãðåòüñÿ, áûâ-
øèå ñîñåäè Ì. Øåéíôèíêåëÿ ñîæãëè âñå åãî ðóêîïèñè â ïå÷è.

Ýòî âñå, ÷òî ìû î íåì çíàåì.
Ì. Øåéíôèíêåëü ïîñòàâèë ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó óìåíüøèòü

÷èñëî èñõîäíûõ ïîíÿòèé, èñïîëüçóåìûõ â ëîãèêå, è èçáàâèòüñÿ
îò ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, ïîñêîëüêó îíè íå èìåþò ñàìîñòîÿ-
òåëüíîãî çíà÷åíèÿ, à ÿâëÿþòñÿ âñåãî ëèøü �çíàêàìè òîãî, ÷òî
îïðåäåëåííûå àðãóìåíòíûå ìåñòà è îïåðàòîðû ïðèíàäëåæàò
ê îäíîìó òèïó�.

Åñëè ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ a|b = ¬a ∨ ¬b ââåñòè â ÿçûê
êëàññè÷åñêîé ëîãèêè íîâóþ ñâÿçêó, øòðèõ Øåôôåðà, òî îêà-
æåòñÿ, ÷òî åå îäíîé äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ
ñâÿçîê.

¬a = a|a, a ∨ b = (a|a)|(b|b)
Ì. Øåéíôèíêåëü çàìå÷àåò, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî

îïðåäåëèòü îáîáùåííûé øòðèõ Øåôôåðà
3Bernays P., Sch�on�nkel M. Zum Entscheidungsproblem der mathema-

tischen Logik // Mathematische Annalen. Bd. 99. S. 342�72.



Ì. È. Øåéíôèíêåëü è êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà 249

f(x)|xg(x) = (x)¬(f(x) & g(x)),

ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî âûðàçèìû íå òîëüêî ñâÿçêè, íî è êâàíòî-
ðû

¬a = a|xa, a ∨ b = (a|ya)|x(b|yb),
(x)f(x) = (f(x)|yf(x))|x(f(x)|yf(x)).

Äàëåå îí ïîêàçûâàåò, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ñâåñòè ôóíêöèè
îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ ê ôóíêöèÿì îäíîãî àðãóìåíòà.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ F (x, y). Äëÿ ðàçëè÷íûõ ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà x ìû áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèè
Gx(y) îò y. Åñëè ïðåäñòàâèòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèè G êàê çíà÷å-
íèÿ íåêîòîðîé íîâîé ôóíêöèè f , òî G = fx, è èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ
F (x, y) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (fx)y. �Òàêèì îáðàçîì,
òåïåðü fx ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå
çíà÷åíèé äëÿ x äàåò íå îáúåêòû îñíîâíîé îáëàñòè (êàê áûëî
ñî çíà÷åíèåì F (x, y)), à îïÿòü ïðèâîäèò ê ôóíêöèè, àðãóìåí-
òîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ y. Èíûìè ñëîâàìè, f åñòü ôóíêöèÿ,
àðãóìåíò êîòîðîé íèêàê íå îãðàíè÷åí, à åå çíà÷åíèåì âíîâü
ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ�. Ôóíêöèè ìîãóò áûòü íå òîëüêî
çíà÷åíèÿìè äðóãèõ ôóíêöèé, íî è çàíèìàòü àðãóìåíòíûå ìåñòà.

Çàïèñûâàÿ ôóíêöèþ (((fx)y)z) â âèäå fxyz, à ((f(xy))z) â
âèäå f(xy)z, ìû áóäåì ïî óìîë÷àíèþ ïðåäïîëàãàòü ëåâóþ àññî-
öèàöèþ ñêîáîê ïðè èõ âîññòàíîâëåíèè.

Ì. Øåéíôèíêåëü ââîäèò åùå ïÿòü ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé, êî-
òîðûå ïîçäíåå ïîëó÷èëè íàçâàíèå êîìáèíàòîðîâ:

Ix = x � ôóíêöèÿ òîæäåñòâà
Cxy = x � êîíñòàíòíàÿ ôóíêöèÿ
Txyz = xzy � ôóíêöèÿ ïåðåñòàíîâêè
Zxyz = x(yz) � ôóíêöèÿ ãðóïïèðîâêè
Sxyz = xz(yz) � ôóíêöèÿ ñëèÿíèÿ

Îíè íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëÿòü äðóãèå ôóíêöèè è
ïðåäñòàâëÿòü èõ ñâîéñòâà. Íàïðèìåð, êîììóòàòèâíîñòü ñëîæå-
íèÿ x+y, êîòîðîå áóäåì çàïèñûâàòü êàê Axy, ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå Axy = Ayx = TAxy, à ïîñëå îïóñêàíèÿ x è y
ïðîñòî êàê A = TA.
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Ýòè ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äîñòàòî÷íî îñòà-
âèòü ëèøü C è S, òàê êàê îñòàëüíûå âûðàçèìû ÷åðåç íèõ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
I = SCC
Z = S(CS)C
T = S(ZZS)(CC)
Âìåñòî îáîáùåííîãî øòðèõà Øåôôåðà Ì. Øåéíôèíêåëü ââî-

äèò ôóíêöèþ íåñîâìåñòèìîñòè Ufg = fx|xgx. Â ëåâîé ÷àñòè
îïðåäåëåíèÿ ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå óæå íå ôèãóðèðóþò. Ñ ïî-
ìîùüþ U è ôóíêöèé C è S âûðàçèìû âñå ëîãè÷åñêèå ôîð-
ìû. Íàïðèìåð, ôîðìóëà ëîãèêè ïðåäèêàòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà
(f)(Eg)(x)¬(fx & gx) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê U[S(ZUU)U]
[S(ZUU)U].

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå Ì. Øåéíôèíêåëü ïîêàçûâàåò, ÷òî äî-
ñòàòî÷íî äàæå íå òðåõ, à âñåãî ëèøü îäíîé ôóíêöèè J, ñ ïîìî-
ùüþ êîòîðîé ìîæíî âûðàçèòü âñå îñòàëüíûå. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
JC = U
JS = C
Jx = S, ãäå x îòëè÷åí îò C è S.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî JJ = S, J(JJ) = JS = C,

J[J(JJ)] = JC = U.
Âîçìîæíî, ýòî ñìóòèëî äàæå åãî, òàê êàê äàëåå îí çàìå÷àåò,

÷òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî õàðàêòåðà ýòîé ôóíêöèè �îíà åäâà ëè
èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå�.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå Ì. Øåéíôèíêåëåì ðåçóëüòàòû
èìåþò íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêîå, íî è ãëóáîêîå ôèëîñîôñêîå
çíà÷åíèå, òàê êàê îòíîñÿòñÿ ê ãëóáèííûì îñíîâàì ìàòåìàòè-
÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Âîçìîæíî, ýòî ëèøü ñëó÷àéíîå ñîâïàäå-
íèå, íî Ä. Ãèëüáåðò, êîòîðûé ïîñëå çíàìåíèòîãî âûñòóïëåíèÿ
íà Ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå 1900 ã. îñíîâíîå âíèìàíèå ñòàë
óäåëÿòü âîïðîñàì ôèçèêè è åå àêñèîìàòèçàöèè, èìåííî çèìîé
1920-1921 ãã., êîãäà è áûë ñäåëàí äîêëàä Ì.Øåéíôèíêåëÿ, âíîâü
çàèíòåðåñîâàëñÿ îñíîâàíèÿìè ìàòåìàòèêè.

Ïðè âñåé ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ ðåçóëüòàòû Ì. Øåéíôèíêåëÿ
áûëè íàñòîëüêî íåîáû÷íû, ÷òî òðåáîâàëè ãëóáîêîãî îñìûñëå-
íèÿ. Îí âñåãî ëèøü çàëîæèë ïåðâûé êàìåíü â èññëåäîâàíèÿ ïî
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êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå, íî íå óñïåë îôîðìèòü èõ â çàêîí÷åííóþ
ñèñòåìó. Åå ñîâðåìåííûì âèäîì è ñàìèì òåðìèíîì ìû îáÿçàíû
Õàñêåëëó Áðóêñó Êàððè, êîòîðûé ñàìîñòîÿòåëüíî ïåðåîòêðûë
êîìáèíàòîðíóþ ëîãèêó4 è âäîõíóë â íåå æèçíü5.

Â îäíîé íåáîëüøîé ñòàòüå íåâîçìîæíî èçëîæèòü âñþ èñòî-
ðèþ êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè. Òåì áîëåå ÷òî ê íåé áûëè ïðè÷àñò-
íû ëþäè ñ òàêèìè ãðîìêèìè èìåíàìè, êàê Õ.Á. Êàððè, À. ×¼ð÷,
Ñ.Ê. Êëèíè, Äæ. Ðîññåð, À. Òüþðèíã, Ó. Êóàéí, Ô. Ôèò÷. Ïî-
ýòîìó ìû ïðèâåäåì ëèøü ñîâðåìåííóþ ôîðìóëèðîâêó êîìáèíà-
òîðíîé ëîãèêè è ðîäñòâåííîãî åé λ-èñ÷èñëåíèÿ À. ×¼ð÷à, ñôîð-
ìóëèðóåì ïîëó÷åííûå â íèõ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è äàäèì äî-
ñòóïíóþ áèáëèîãðàôèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò ÷èòàòåëþ áîëåå ïî-
äðîáíî îçíàêîìèòüñÿ ñ äàííûì ïðåäìåòîì è, âîçìîæíî, çàèíòå-
ðåñîâàòüñÿ èì ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ.

1 Èñ÷èñëåíèå ðåäóêöèé ÷èñòîé êîìáèíàòîðíîé
ëîãèêè

1.1 Èñõîäíûå ñèìâîëû

1. Var � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ;

2. K, S � àòîìàðíûå êîìáèíàòîðû;

3. ), ( � ñêîáêè.

Âñå òåðìû ÿçûêà êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè ïðèíàäëåæàò îäíîìó
òèïó.
1.2 Òåðìû

1. Åñëè x ∈ V ar, òî x � òåðì;

2. K è S � êîíñòàíòíûå àòîìàðíûå òåðìû;

3. Åñëè X è Y � òåðìû, òî (XY ) � òåðì;

4. Íè÷òî äðóãîå òåðìîì íå ÿâëÿåòñÿ.
4Curry H.B. Grundlagen der kombinatorischen Logik // American Journal

of Mathematics. 1930. Bd. 52. S. 509�536, 789�834.
5Curry H.B., Feys R. Combinatory Logic. Vol. 1. Amsterdam, 1958.
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Òåðì âèäà (XY ) íàçûâàþò àïïëèêàöèåé (ïðèìåíåíèåì) òåðìà
(ôóíêöèè) X ê òåðìó Y . Â ýòîì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå êîì-
áèíàòîðíîé ëîãèêè îò ñîâðåìåííîé òåîðèè êàòåãîðèé. Òåîðèÿ
êàòåãîðèé ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïîíÿòèÿ êîìïîçèöèè ôóíêöèé, à
êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà � íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ïðèìåíåíèÿ ôóíê-
öèè ê àðãóìåíòó.

Òåðìû, ñîñòàâëåííûå ëèøü èç êîíñòàíòíûõ òåðìîâ K è S,
áóäåì íàçûâàòü êîìáèíàòîðàìè è âûäåëÿòü â òåêñòå æèðíûì
øðèôòîì. Ïîñêîëüêó ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè òåðìà îí ìîæåò
ñîäåðæàòü ìíîãî ñêîáîê, áóäåì äëÿ îáëåã÷åíèÿ âîñïðèÿòèÿ ïî
âîçìîæíîñòè îïóñêàòü ëèøíèå ñêîáêè, ïðåäïîëàãàÿ èõ àññîöè-
àöèþ âëåâî. Íàïðèìåð, òåðì (((XY )Z)U) ïîñëå îïóñêàíèÿ ñêî-
áîê ìîæåò áûòü çàïèñàí ïðîñòî êàê XY ZU , à òåðì ((X(Y Z))U)
ïðèìåò âèä X(Y Z)U .

Â ñîâðåìåííîé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîì-
áèíàòîðîâ Ì. Øåéíôèíêåëÿ I, C, T, Z, S èñïîëüçóþò ñèìâîëû
I, K, C, B, S.

Â èñ÷èñëåíèè ðåäóêöèé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè èçó÷àþò îòíî-
øåíèå ðåäóöèðóåìîñòè ìåæäó åå òåðìàìè, êîòîðîå îáîçíà÷àþò
ïîñðåäñòâîì ñèìâîëà ≥. Ýòî îòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê àíàëîã îòíîøåíèÿ âûâîäèìîñòè ìåæäó ôîðìóëàìè êëàññè-
÷åñêîé ëîãèêè.
1.3 Àêñèîìû

1. X ≥ X � äëÿ àòîìàðíûõ òåðìîâ X

2. KXY ≥ X

3. SXY Z ≥ XZ(Y Z)

1.4 Ïðàâèëà âûâîäà

1. X ≥ Y ⇒ XZ ≥ Y Z

2. X ≥ Y ⇒ ZX ≥ ZY

3. X ≥ Y, Y ≥ Z ⇒ X ≥ Z

1.5 Îïðåäåëåíèå äîêàçàòåëüñòâà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðå-
äóêöèé < R1, . . ., Rn > íàçûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì, åñëè äëÿ
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ëþáîãî i ≤ n ðåäóêöèÿ Ri ëèáî ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, ëèáî ïîëó-
÷åíà èç ïðåäøåñòâóþùèõ ðåäóêöèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî îä-
íîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Â ýòîì ñëó÷àå ðåäóêöèÿ Rn íàçûâàåòñÿ
äîêàçóåìîé.

Èíîãäà ê ïðèâåäåííûì âûøå òðåì ïðàâèëàì âûâîäà äîáàâëÿ-
þò åùå îäíî

4. X ≥ Y ⇒ Y ≥ X

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ÷èñòîé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå è âìå-
ñòî ñèìâîëà ≥ ÷àñòî èñïîëüçóþò =∗.
1.6 Ñîãëàøåíèÿ

1. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ≡ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãðàôè÷å-
ñêîãî ðàâåíñòâà òåðìîâ êàê ÿçûêîâûõ âûðàæåíèé.

2. Áóäåì íàçûâàòü òåðìû âèäà KXY è SXY Z ðåäåêñàìè, à
X è, ñîîòâåòñòâåííî, XZ(Y Z) � èõ ñâåðòêàìè.

3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåðì X íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîð-
ìå, åñëè â íåãî íå èìååò âõîæäåíèÿ íè îäèí ðåäåêñ.

4. Ïîñðåäñòâîì T [Z1/x1, . . ., Zn/xn] èëè T [
−−−−→
Zn/xn] áóäåì îáî-

çíà÷àòü ðåçóëüòàò îäíîâðåìåííîé ïîäñòàíîâêè òåðìîâ
Z1, . . ., Zn â òåðì T âìåñòî âñåõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ
x1, . . ., xn, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a) xi[
−−−−→
Zn/xn] ≡ Zi 1 ≤ i ≤ n

(b) y[
−−−−→
Zn/xn] ≡ y y � àòîìàðíûé òåðì, îòëè÷íûé îò xi,

1 ≤ i ≤ n

(c) (XY )[
−−−−→
Zn/xn] ≡ (X[

−−−−→
Zn/xn])(Y [

−−−−→
Zn/xn])

5. Ïîñðåäñòâîì FV (T ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïå-
ðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â òåðì T .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåäóêöèÿ X ≥ Y äîêàçóåìà, å. è ò. å.
òåðì Y ëèáî ãðàôè÷åñêè ðàâåí X, ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ < X0, . . ., Xn >, ÷òî X0 ≡ X, Xn ≡ Y
è äëÿ âñÿêîãî i > 0 òåðì Xi ïîëó÷åí èç òåðìà Xi−1 ïóòåì åäè-
íè÷íîé çàìåíû âõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî ðåäåêñà íà åãî ñâåðòêó.
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Èñ÷èñëåíèå ðåäóêöèé è ñàìà êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà îáëàäàþò
ðÿäîì âàæíûõ ñâîéñòâ. Ìû ïðèâåäåì èõ ëèøü äëÿ èñ÷èñëåíèÿ
ðåäóêöèé, òàê êàê äëÿ êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè îíè ôîðìóëèðó-
þòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
1.7 Êîìáèíàòîðíàÿ ïîëíîòà. Äëÿ ëþáîãî òåðìà T, âñå ïåðå-
ìåííûå êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ ñðåäè {x1, . . ., xn}, ñóùåñòâóåò òà-
êîé êîìáèíàòîð D, ÷òî äîêàçóåìà ðåäóêöèÿ Dx1. . .xn ≥ T .

Êîìáèíàòîðíàÿ ïîëíîòà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåîãðàíè÷åííîé
ñâåðòêè â íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó
èñ÷èñëåíèå ðåäóêöèé îáëàäàåò áîëüøèìè âûðàçèòåëüíûìè âîç-
ìîæíîñòÿìè.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ êîìáèíàòîðà D.
Ïðèâåäåì ñàìûé ïðîñòîé.

Ïóñòü x � ïåðåìåííàÿ, à T � òåðì. Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîì
[x].T òåðì, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùåãî
àëãîðèòìà:

• [x].x ≡ SKK

• [x].X ≡ KX, åñëè X íå ñîäåðæèò âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x

• [x].XY ≡ S([x].X)([x].Y )

Îïðåäåëèì òåðì [x1, . . ., xn].T ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèè [x1, . . .,
xn].T = [x1].([x2, . . ., xn].T ). Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
òåðì [x1, . . ., xn].T ïîëó÷åí èç òåðìà T ïîñðåäñòâîì ôóíêöèî-
íàëüíîé àáñòðàêöèè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x1, . . ., xn. Òåðì
[x1, . . ., xn].T è åñòü èñêîìûé êîìáèíàòîð.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òåðìîâ Y1, . . ., Yn äîêàçóåìà
ðåäóêöèÿ: ([x1, . . ., xn].T )Y1. . .Yn ≥ T [Y1/x1, . . ., Yn/xn].
1.8 Ñâîéñòâî ×¼ð÷à�Ðîññåðà. Åñëè äîêàçóåìû ðåäóêöèè X ≥
Y è X ≥ Z, òî ñóùåñòâóåò òàêîé òåðì U , ÷òî äîêàçóåìû ðåäóê-
öèè Y ≥ U è Z ≥ U .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè òåðìû Y è Z íàõîäÿòñÿ â íîðìàëü-
íîé ôîðìå, òî Y ≡ Z. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü â èñ÷èñëå-
íèè ðåäóêöèé ôóíêöèîíàëüíûå îòíîøåíèÿ. Èç ñâîéñòâà ×¼ð÷à�
Ðîññåðà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî èñ÷èñëåíèå ðåäóêöèé íåïðîòèâîðå-
÷èâî â ñìûñëå íåòðèâèàëüíîñòè.
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1.9 Ïðåäñòàâèìîñòü ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé. Â èñ÷èñëåíèè
ðåäóêöèé ïðåäñòàâèìû âñå ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.
1.10 Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà äîêàçàòåëüñòâ. Åñëè äîêàçóåìà
ðåäóêöèÿ X ≥ Y , ãäå Y íàõîäèòñÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå, òî òåðì
Y ëèáî ãðàôè÷åñêè ðàâåí X, ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òåðìîâ < X0, . . ., Xn >, ÷òî X0 ≡ X, Xn ≡ Y è äëÿ
âñÿêîãî i > 0 òåðì Xi ïîëó÷åí èç òåðìà Xi−1 ïóòåì çàìåíû
ñàìîãî ëåâîãî âõîæäåíèÿ ðåäåêñà åãî ñâåðòêîé.

Ñóùåñòâîâàíèå ñòàíäàðòíûõ ôîðì äîêàçàòåëüñòâ î÷åíü âàæ-
íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé. Åñëè ìû ïðåäñòàâèëè íåêîòî-
ðóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ ïîñðåäñòâîì òåðìà èñ÷èñëåíèÿ ðå-
äóêöèé, òî ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì åå âû÷èñëåíèÿ.

Àëãåáðàè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè ÿâëÿþòñÿ
êîìáèíàòîðíûå àëãåáðû, êîòîðûå åùå íàçûâàþò êîìáèíàòîðíî
ïîëíûìè àïïëèêàòèâíûìè ñòðóêòóðàìè.
1.11 Ñòðóêòóðà M =< X, ∗ > íàçûâàåòñÿ àïïëèêàòèâíîé, åñ-
ëè ∗ � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå X.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ãðóï-
ïîèäà.
1.12 Êîìáèíàòîðíàÿ àëãåáðà � ýòî àïïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòó-
ðà M =< X, ∗, k, s > ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè k, s,
óäîâëåòâîðÿþùèìè ðàâåíñòâàì

kxy = x, sxyz = xz(yz)6.

�Àêñèîìû êîìáèíàòîðíûõ àëãåáð ïîðîæäåíû íå àëãåáðàè÷å-
ñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, à àíàëèçîì ðåêóðñèâíûõ ïðîöåññîâ. . . .
ýòè ñòðóêòóðû � ïàòîëîãè÷åñêèå ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ�7. Íåòðèâèàëüíûå êîìáèíàòîðíûå àëãåáðû íåêîììóòàòèâ-
íû, íåàññîöèàòèâíû, íåêîíå÷íû è íåðåêóðñèâíû.

Âîçíèêíîâåíèå êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè áûëî ñâÿçàíî ñ ïîèñ-
êîì íîâûõ îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè. Õ. Êàððè íàäåÿëñÿ íàéòè èõ
â îáîáùåííîé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíîñòè, êîòîðîé ïî ñâîåé ñóòè

6Áàðåíäðåãò Õ. Ëàìáäà-èñ÷èñëåíèå. Åãî ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà. Ì.:
Ìèð, 1985. Ñ. 103.

7Òàì æå. Ñ. 105.
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è äîëæíà áûëà ñòàòü êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà. Äîáàâèâ ê íåé êîì-
áèíàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå èìïëèêàöèè è êâàíòîðàì, îí ïî-
ñòðîèë èëëàòèâíóþ êîìáèíàòîðíóþ ëîãèêó. Â 1934 ã. Ñ.Ê. Êëè-
íè è Äæ. Ðîññåð ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîé ëîãèêå èìååò ìåñòî àíà-
ëîã ïàðàäîêñà Ðèøàðà. Ïðîàíàëèçèðîâàâ ïðè÷èíû âîçíèêíîâå-
íèÿ ïàðàäîêñà, Õ. Êàððè ïðèøåë ê âûâîäó î íåñîâìåñòèìîñòè
ñâîéñòâà êîìáèíàòîðíîé ïîëíîòû è ñâîéñòâà äåäóêòèâíîé ïîë-
íîòû, âûðàæàåìîãî õîðîøî èçâåñòíîé òåîðåìîé äåäóêöèè. Ýòî
ïîçâîëèëî åìó ñôîðìóëèðîâàòü íîâûé ïàðàäîêñ, ïîëó÷èâøèé
âïîñëåäñòâèè èìÿ ïàðàäîêñà Êàððè.

2 ×èñòîå λ-èñ÷èñëåíèå ×¼ð÷à
Îäíîâðåìåííî ñ Õ. Êàððè ïîèñêàìè íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ îñ-
íîâàíèé ìàòåìàòèêè çàíèìàëñÿ Àëîíçî ×¼ð÷8. Ñ åãî èìåíåì
ñâÿçàíî ïîÿâëåíèå λ-èñ÷èñëåíèÿ. Åñëè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ýêñòåíñèîíàëüíûì, òî â λ-èñ-
÷èñëåíèè îíè òðàêòóþòñÿ èíòåíñèîíàëüíî, êàê íåêîòîðûå ïðåä-
ïèñàíèÿ. Ïðèâû÷íîå åùå ñî øêîëüíîé ñêàìüè ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèé â âèäå ôîðìóë êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ òàêèì âû÷èñëè-
òåëüíûì ïðåäïèñàíèåì.
2.1 Èñõîäíûå ñèìâîëû

1. V ar � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ;

2. λ � îïåðàòîð àáñòðàêöèè;

3. ), ( � ñêîáêè.

Âñå âûðàæåíèÿ ÿçûêà ÷èñòîãî λ-èñ÷èñëåíèÿ ïðèíàäëåæàò îä-
íîìó òèïó.
2.2 Òåðìû

1. Åñëè x ∈ V ar, òî x � òåðì;

2. Åñëè X è Y � òåðìû, òî (XY ) � òåðì;

3. Åñëè x ∈ V ar, Y � òåðì, òî (λxY ) � òåðì;
8Church A. A set of postulates for the foundation of logic // Annals of Math.

1932. Vol. 33. � 2. P. 346�366 and Annals of Math. 1933. Vol. 34. P. 839�864.
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4. Íè÷òî äðóãîå òåðìîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Îïåðàòîð àáñòðàêöèè ñâÿçûâàåò ïåðåìåííûå. Î÷åâèäíûì îá-
ðàçîì ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ñâîáîäíûõ è ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, îá-
ëàñòè äåéñòâèÿ îïåðàòîðà àáñòðàêöèè, ïîäñòàíîâêè òåðìà âìå-
ñòî ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Íà ïîäñòàíîâêó òåðìà T âìåñòî ñâî-
áîäíîé ïåðåìåííîé x â òåðì Y , îáîçíà÷àåìóþ ïîñðåäñòâîì
Y [T/x], íàëàãàåòñÿ îáû÷íîå îãðàíè÷åíèå, ÷òî íè îäíà ñâîáîäíàÿ
ïåðåìåííàÿ òåðìà T ïîñëå åãî ïîäñòàíîâêè íå ñòàíîâèòñÿ ñâÿ-
çàííîé. Îïåðàöèÿ ïîäñòàíîâêè âñåãäà îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó â
λ-èñ÷èñëåíèè âîçìîæíî ïåðåèìåíîâàíèå ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ
ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ â èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ.

Â λ-èñ÷èñëåíèè èçó÷àåòñÿ îòíîøåíèå êîíâåðñèè ìåæäó åãî
òåðìàìè, êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñðåäñòâîì ñèìâîëà =.

2.3 Àêñèîìû

1. ((λxY )Z) = Y [Z/x] � β-êîíâåðñèÿ

2. X = X � äëÿ àòîìàðíûõ òåðìîâ X

2.4 Ïðàâèëà âûâîäà

1. X = Y ⇒ Y = X

2. X = Y ⇒ XZ = Y Z

3. X = Y ⇒ ZX = ZY

4. X = Y, Y = Z ⇒ X = Z

5. X = Y ⇒ (λzX) = (λzY ) � ïðàâèëî ξ

Îïðåäåëåíèå äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíî.
Ïî àíàëîãèè ñ êîìáèíàòîðíîé ëîãèêîé ìû áóäåì íàçûâàòü λ-

òåðìû âèäà ((λxY )Z) ðåäåêñàìè, à λ-òåðìû âèäà Y [Z/x] � èõ
ñâåðòêàìè. Åñëè ïîíèìàòü λ-òåðì âèäà (λxY ) êàê íåêîòîðîå
âû÷èñëèòåëüíîå ïðåäïèñàíèå, òî λ-òåðì âèäà Y [Z/x] ÿâëÿåòñÿ
ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðåäïèñàíèÿ ê òåðìó Z.
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λ-èñ÷èñëåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ×¼ð÷à�Ðîññåðà, îíî íåïðî-
òèâîðå÷èâî, è äëÿ íåãî òàêæå èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñòàíäàðò-
íîé ôîðìå äîêàçàòåëüñòâ. Â λ-èñ÷èñëåíèè òàê æå, êàê è â êîì-
áèíàòîðíîé ëîãèêå, ïðåäñòàâèìû âñå ðåêóðñèâíûå ôóíêöèè.

Áóäó÷è ïîñòðîåíû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, êîìáèíàòîðíàÿ
ëîãèêà è λ-èñ÷èñëåíèå òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

2.5 ϕ � ôóíêöèÿ ïåðåâîäà òåðìîâ êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè â òåð-
ìû λ-èñ÷èñëåíèÿ.

1. ϕ(x) = x, åñëè x � ïåðåìåííàÿ

2. ϕ(K) = (λx(λyx))

3. ϕ(S) = (λx(λy(λz((xz)(yz)))))

4. ϕ(XY ) = (ϕ(X)ϕ(Y ))

2.6 ψ � ôóíêöèÿ ïåðåâîäà òåðìîâ λ-èñ÷èñëåíèÿ â òåðìû êîì-
áèíàòîðíîé ëîãèêè.

1. ψ(x) = x x � ïåðåìåííàÿ

2. ψ(XY ) = (ψ(X)ψ(Y ))

3. ψ(λxY ) = [x].ψ(Y )

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

2.7 Òåîðåìà. Åñëè â ÷èñòîé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå äîêàçóåìî
X =∗ Y , òî â ÷èñòîì λ-èñ÷èñëåíèè äîêàçóåìî ϕ(X) = ϕ(Y ).

Îáðàòíàÿ òåîðåìà íå èìååò ìåñòà, òàê êàê â êîìáèíàòîðíîé
ëîãèêå íå âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã ξ-ïðàâèëà X =∗ Y ⇒ [z]X =∗
[z].Y . Òåì íå ìåíåå, Õ. Êàððè ïîêàçàë, ÷òî èìååòñÿ êîíå÷íûé íà-
áîð ðåäóêöèé, äîáàâëåíèå êîòîðûõ â êà÷åñòâå íîâûõ àêñèîì ïðè-
âîäèò ê òîìó, ÷òî åñëè X = Y äîêàçóåìî â ÷èñòîì λ-èñ÷èñëåíèè,
òî ψ(X) = ψ(Y ) äîêàçóåìî â êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå.
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Â 1936 ã. À. ×¼ð÷ ñðåäñòâàìè ÷èñòîãî λ-èñ÷èñëåíèÿ ïîëó÷èë
ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñäåëàë åãî çíàìåíèòûì9. Îí äîêàçàë ñóùå-
ñòâîâàíèå íåðàçðåøèìûõ ïðîáëåì. Îòñþäà ñëåäîâàëè íåðàçðå-
øèìîñòü àðèôìåòèêè è íåðàçðåøèìîñòü èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ðåçóëüòàò î λ-îïðåäåëèìîñòè àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîç-
âîëèë À. ×¼ð÷ó âûäâèíóòü òåçèñ, ÷òî êëàññ âñåõ ôóíêöèé, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìûìè ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ,
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ôóíêöèé, îïðåäåëèìûõ â λ-èñ÷èñëåíèè. Â
1937 ã. À. Òüþðèíã äîêàçàë, ÷òî êëàññ λ-îïðåäåëèìûõ ôóíêöèé
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ôóíêöèé, îïðåäåëèìûõ â åãî ñîáñòâåííîì
ôîðìàëèçìå.Ýòî ÿâèëîñü ïåðâûì ïîäòâåðæäåíèåì òåçèñà ×¼ð÷à.

×àñòî ìîæíî óñëûøàòü, ÷òî λ-èñ÷èñëåíèå îêàçàëîñü ïðîòèâî-
ðå÷èâûì è ïîòîìó À. ×¼ð÷ ïåðåñòàë èì çàíèìàòüñÿ. Ýòî íå âåð-
íî. Òàê æå, êàê è Õ. Êàððè, À. ×¼ð÷ çàíèìàëñÿ ïîèñêàìè íîâûõ
îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè è ëîãèêè. Ïîñòðîåíèå λ-èñ÷èñëåíèÿ êàê
ðàç è ïðåñëåäîâàëî ýòó öåëü. Êàê è Õ. Êàððè, îí äîáàâèë ê íåìó
ñïåöèàëüíûå ëîãè÷åñêèå àêñèîìû, è ýòî ïîëó÷èâøååñÿ â ðåçóëü-
òàòå èñ÷èñëåíèå îêàçàëîñü ïðîòèâîðå÷èâûì. Ïîïûòêà ïîñòðîèòü
áåñòèïîâóþ ëîãèêó âûñøèõ ïîðÿäêîâ, èç êîòîðîé ìîæíî áûëî
áû âûâåñòè âñþ ìàòåìàòèêó, ïîòåðïåëà íåóäà÷ó. Ñàìî æå ÷èñòîå
λ-èñ÷èñëåíèå íåïðîòèâîðå÷èâî, êàê íåïðîòèâîðå÷èâà è ÷èñòàÿ
êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà. Â îòëè÷èå îò Õ. Êàððè, ïîñëå îáíàðó-
æåíèÿ ïðîòèâîðå÷èé À. ×¼ð÷ äåéñòâèòåëüíî ñòàë çàíèìàòüñÿ
äðóãèìè âîïðîñàìè, è äîëãîå âðåìÿ, ïî÷òè òðè ñ ëèøíèì äåñÿ-
òèëåòèÿ, òåìàòèêó êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè è λ-èñ÷èñëåíèÿ ðàç-
ðàáàòûâàë ëèøü î÷åíü îãðàíè÷åííûé êðóã ó÷åíûõ. Âñå èçìåíè-
ëîñü â êîíöå 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì
âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è òåîðåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïåðâûì ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü êîìáèíàòîðû â ïðîãðàììè-
ðîâàíèè åùå Õ. Êàððè10, íî â òî âðåìÿ ýòî íå ïîëó÷èëî äîëæ-
íîãî îòêëèêà. Ñëåäóþùèì áûë Ô. Ôèò÷11. Â êîíöå 50-õ è íà-

9Church A. An unsolvable problem of elementary number theory //
American Journal of Mathematics. 1936. Vol.58. P. 345�363.

10Curry H.B. The logic of program composition // In Applications
Scienti�ques de la Logique Mathematique, Actes du Deuxieme Colloque
International de Logique Mathematique, Paris, 1952. P. 97�102. Gauthier-
Villars, Paris, 1954.

11Fitch F.B. Representation of sequential circuits in combinatory logic //
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÷àëå 60-õ ãîäîâ Äæ. Ìàêêàðòè ñîçäàåò ÿçûê ñèìâîëüíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ LISP, â êîòîðîì åñòü ìíîãî çàèìñòâîâàíèé èç λ-
èñ÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè � ìåõàíèçì ôóíêöèîíàëüíîé àáñòðàê-
öèè. Èì áûë ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá îðãàíèçàöèè ïðîãðàìì,
ïîëó÷èâøèé âïîñëåäñòâèè íàçâàíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ12. Â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ Ï. Ëàíäèí ïðåäëàãàåò èñ-
ïîëüçîâàòü λ-òåðìû äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñòðóêòóð èçâåñòíîãî ÿçû-
êà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Algol-6013. Â 1963 ã. îí æå îïèñûâàåò àá-
ñòðàêòíóþ SECD-ìàøèíó äëÿ ðåäóêöèè λ-òåðìîâ, ðàññìàòðè-
âàåìûõ êàê ïðîãðàììû14. Äàëüíåéøèé ðîñò èíòåðåñà ê êîìáè-
íàòîðíîé ëîãèêå è λ-èñ÷èñëåíèþ ïðèâåë ê ïîëó÷åíèþ ìíîãèõ
âàæíûõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïåðå÷èñ-
ëèòü êîòîðûå â îäíîé íåáîëüøîé ñòàòüå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì.

Âûøå ìû ãîâîðèëè ëèøü î áåñòèïîâûõ èñ÷èñëåíèÿõ, íî áû-
ëè ðàçðàáîòàíû è òàêèå, â êîòîðûõ êàæäîìó òåðìó ñîïîñòàâ-
ëåí åãî òèï. Êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà ñ òèïàìè îêàçàëàñü òåñíî
ñâÿçàííîé ñ èìïëèêàòèâíîé èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêîé. Íà ýòî
îáðàòèë âíèìàíèå â 1934 ã. Õ. Êàððè15 . Â 1958 ã. îí îòìåòèë16,
÷òî òèïàì êîìáèíàòîðîâ ñîîòâåòñòâóþò äîêàçóåìûå ôîðìóëû
èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêè.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ17 ïðèâåëè ê íîâûì ðåçóëüòàòàì. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà òåìà àêòèâíî ðàçðàáàòûâàåòñÿ, òàê êàê íà-
õîäèò ïðèìåíåíèå íå òîëüêî â òåîðåòè÷åñêîì, íî è ïðàêòè÷åñêîì
ïðîãðàììèðîâàíèè, à ñàìî ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå èçî-
ìîðôèçìà Êàððè�Ãîâàðäà.

Ñâÿçü ìåæäó òèïàìè áàçîâûõ êîìáèíàòîðîâ è ôîðìóëàìè èì-

Philosophy of Science. 1958. Vol. 25. P. 263�279.
12McCarthy J. A basis for a mathematical theory of computation // Proc. of

1961 Western Joint Computer Conference.
13Landin P.J. A correspondence between ALGOL 60 and Church's lambda

notation // Communications of the ACM. 1965. Vol. 8. P. 89�101, 158�165.
14Landin P. J. The mechanical evaluation of expressions // The Computer

Journal. 1964. Vol. 6. P. 308�320.
15Curry H. Functionality in Combinatory Logic // Proceedings of the

National Academy of Sciences. 1934. Vol. 20. P. 584�590.
16Curry H.B., Feys R. Combinatory Logic. Vol. 1. Amsterdam, 1958.
17Howard W.A The formulae-as-types notion of construction // To H.

B. Curry, Essays on Combinatory Logic, Lambda Calculus and Formalism.
Academic Press, London, 1980. P. 479�490. Manuscript circulated 1969.
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ïëèêàòèâíîãî âèäà ïîçâîëèëà ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà îòíîøå-
íèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ëîãèêàìè è äàòü èõ ñòðîéíóþ êëàññè-
ôèêàöèþ18.

3 Ëîãèêà äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè19

Ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííûé ïåðåêîñ ìåæäó áîëüøèì èíòåðåñîì,
êîòîðûé ïðîÿâëÿþò ê êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå è λ-èñ÷èñëåíèþ
ïðåäñòàâèòåëè computer science, è ñîâåðøåííî íåçíà÷èòåëüíûì
èíòåðåñîì ñî ñòîðîíû ëîãèêîâ-ôèëîñîôîâ. Ýòîìó åñòü äâå ïðè-
÷èíû. Âî-ïåðâûõ, ïðè èçëîæåíèè ýòèõ èñ÷èñëåíèé, êàê ïðàâè-
ëî, óêàçûâàþò íà èõ ïðåäïîëàãàåìóþ ôóíêöèîíàëüíóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ, êîòîðàÿ ãîðàçäî èíòåðåñíåå èìåííî ïðåäñòàâèòåëÿì
computer science, à íå ëîãèêàì-ôèëîñîôàì. Âî-âòîðûõ, îíè î÷åíü
àáñòðàêòíû è, â ñëó÷àå λ-èñ÷èñëåíèÿ, ïåðâîíà÷àëüíî ìîãóò äà-
æå îòïóãíóòü ñâîåé ñëîæíîñòüþ.

Îêàçûâàåòñÿ, âîçìîæåí òðåòèé ÷èñòî ëîãè÷åñêèé è ãîðàçäî
áîëåå ïðîñòîé ïîäõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ ýòèõ æå ñòðóêòóð. Â åãî
îñíîâå ëåæàò äâå õîðîøî èçâåñòíûå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè � àíà-
ëîãè ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé è çàìåíû íà èõ îñíîâå.
3.1 Èñõîäíûå ñèìâîëû ÿçûêà

1. V ar � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ;

2. Const � ìíîæåñòâî êîíñòàíò, êîòîðîå èçíà÷àëüíî ÿâëÿåò-
ñÿ ïóñòûì;

3. =def � ñèìâîë äëÿ ââåäåíèÿ îïðåäåëåíèé;

4. ), ( � ñêîáêè.

3.2 Òåðìû

1. Åñëè x ∈ V ar, òî x � òåðì;

2. Åñëè c ∈ Const, òî c � òåðì;
18Êàðïåíêî À.Ñ. Êëàññèôèêàöèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ëîãèê // Ëîãè÷å-

ñêèå èññëåäîâàíèÿ. Âûï.4. Ì.: Íàóêà, 1997. Ñ. 107�133.
19Øàëàê Â.È. Ëîãè÷åñêèé àíàëèç äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè // Ëîãè÷å-

ñêèå èññëåäîâàíèÿ. Âûï.15. Ì.: Íàóêà, 2008.
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3. Åñëè X è Y � òåðìû, òî (XY ) � òåðì;

4. Íè÷òî äðóãîå òåðìîì íå ÿâëÿåòñÿ.

Òåðì âèäà (XY ) íå ïðåäïîëàãàåò íèêàêîé ïîäðàçóìåâàåìîé
èíòåðïðåòàöèè. Ýòî íå àïïëèêàöèÿ ôóíêöèè X ê àðãóìåíòó Y ,
à ïðîñòî ðÿäîïîëîæåííîñòü äâóõ òåðìîâ, êîòîðûì ìîãóò ñîîò-
âåòñòâîâàòü ëþáûå äâà îáúåêòà ìûñëè.

Êðîìå òåðìîâ, îáúåêòíûé ÿçûê ñîäåðæèò êîíñòðóêöèè, íàçû-
âàåìûå îïðåäåëåíèÿìè.

3.3 Îïðåäåëåíèÿ

1. Åñëè T � òåðì è FV (T ) ⊆ {x1, . . ., xn}, òî Dx1. . .xn =def

T � îïðåäåëåíèå, ãäå D � íîâàÿ êîíñòàíòà.

2. Íè÷òî äðóãîå îïðåäåëåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïðèíÿòèå îïðåäåëåíèÿ è ââåäåíèå â ÿçûê íîâîé êîíñòàíòû D
âëå÷åò çà ñîáîé ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ
òåðìîâ. Ïðèìåì äîïîëíèòåëüíûå ñîãëàøåíèÿ.

3.4 Ñîãëàøåíèÿ

1. Ïóñòü ∆ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé. Ïîñðåäñòâîì
Const(∆) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ êîíñòàíò, ââå-
äåííûõ îïðåäåëåíèÿìè ∆, ò.å.
Const(∆) = {D : (Dx1. . .xn =def T ) ∈ ∆}.

2. Ïîñðåäñòâîì L(∆) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïðà-
âèëüíî ïîñòðîåííûõ òåðìîâ â ÿçûêå ñ Const = Const(∆).

3.5 Ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé

1. Ïóñòîå ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì;

2. Åñëè ìíîæåñòâî îïðåäåëåíèé ∆ ñîãëàñîâàíî, òî ìíîæåñòâî
îïðåäåëåíèé ∆ ∪ {Dx1. . .xn =def T}, ãäå T ∈ L(∆), íî
D /∈ L(∆), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì;
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3. Íè÷òî äðóãîå ñîãëàñîâàííûì ìíîæåñòâîì îïðåäåëåíèé íå
ÿâëÿåòñÿ.

Ñìûñë, êîòîðûé âêëàäûâàåòñÿ â ïîíÿòèå ñîãëàñîâàííîãî ìíî-
æåñòâà îïðåäåëåíèé, äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, è ïîòîìó
ðàíåå ïðèíÿòûå îïðåäåëåíèÿ íå ìîãóò ñîäåðæàòü êîíñòàíò, êî-
òîðûå áóäóò ââåäåíû â ÿçûê ïîçæå.

3.6 Ïðàâèëî çàìåíû ïî îïðåäåëåíèþ. Åñëè Dx1. . .xn =def

T � îïðåäåëåíèå, à X{DZ1. . .Zn} � òåðì, ñ âûäåëåííûì âõîæ-
äåíèåì òåðìà DZ1. . .Zn, òî X{T [

−−−−→
Zn/xn]} åñòü ðåçóëüòàò çàìåíû

DZ1. . .Zn ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ íà T [
−−−−→
Zn/xn].

Dx1. . .xn =def T, X{DZ1. . .Zn} ⇒ X{T [
−−−−→
Zn/xn]}

3.7 Äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèåé (âûâîäîì) òåðìà Y èç ñî-
ãëàñîâàííîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëåíèé ∆ è òåðìà X ∈ L(∆) íà-
çûâàåòñÿ òàêàÿ íåïóñòàÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ
< X0, . . ., Xn >, ÷òî X0 ≡ X, Xn ≡ Y è äëÿ âñÿêîãî i > 0 òåðì
Xi ïîëó÷åí èç òåðìà Xi−1 ïî ïðàâèëó çàìåíû.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî èñ÷èñëåíèå â ñòðîãî îïðåäåëåííîì
ñìûñëå äåôèíèöàëüíî ýêâèâàëåíòíî èñ÷èñëåíèþ ðåäóêöèé ÷è-
ñòîé êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè. Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
â ëîãèêå äåôèíèöèàëüíîé äåäóêöèè ïðåäñòàâèìû âñå ðåêóðñèâ-
íûå ôóíêöèè àðèôìåòèêè. Óäèâèòåëüíî çäåñü òî, ÷òî â ýòîé
ëîãèêå èçíà÷àëüíî íåò íè îäíîé àêñèîìû è íè îäíîãî äåñêðèï-
òèâíîãî òåðìèíà, êàê â êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå. Â ýòîì ñìûñëå
åå ÿçûê ïóñò è íè÷åãî êðîìå ïåðåìåííûõ è òåðìîâ, ïîñòðîåííûõ
èç íèõ, íå ñîäåðæèò. Â òî æå âðåìÿ â ýòîé ëîãèêå íåò ñâÿçàí-
íûõ ïåðåìåííûõ, êàê â λ-èñ÷èñëåíèè, ÷òî äåëàåò åå ãîðàçäî áî-
ëåå ïðîñòîé è ïîíÿòíîé. Ñóáúåêò äåôèíèöèàëüíîé ëîãèêè âñåãî
ëèøü îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ ââîäèòü îïðåäåëåíèÿ è ïðîèçâî-
äèòü çàìåíó ñîãëàñíî èì. Òåì íå ìåíåå, ýòè áàçîâûå ëîãè÷åñêèå
îïåðàöèè, ê êîòîðûì ìû ïðèâûêëè îòíîñèòüñÿ êàê ê òåõíè÷å-
ñêîìó ïðèåìó, ïðèâîäÿò ê íåòðèâèàëüíûì ðåçóëüòàòàì.
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Âûøå óæå óïîìèíàëîñü, ÷òî íà ðóññêîì ÿçûêå î÷åíü ìàëî ïóá-
ëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ êîìáèíàòîðíîé ëîãèêå è λ-èñ÷èñëåíèþ.
Ïîýòîìó ìû ïîñ÷èòàëè íåîáõîäèìûì ïðèâåñòè ñïèñîê ðàáîò, êî-
òîðûå ëåãêî äîñòóïíû è ïðèãîäíû äëÿ íà÷àëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ
ñ ïðåäìåòîì.

4.1 Â 1987 ã. â èçäàòåëüñòâå �Ìèð� áûëà èçäàíà êíèãà Ý. Ýí-
ãåëåðà �Ìåòàìàòåìàòèêà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè�. Â åå
òðåòüåé ãëàâå î÷åíü äîñòóïíî èçëàãàþòñÿ îñíîâû êîìáèíàòîð-
íîé ëîãèêè è λ-èñ÷èñëåíèÿ.

4.2 Â 1985 ã. â èçäàòåëüñòâå �Ìèð� âûøëà êíèãà Õ. Áàðåíäðåãòà
�Ëàìáäà-èñ÷èñëåíèå. Åãî ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà�. Åå ïî ïðà-
âó íàçûâàþò ýíöèêëîïåäèåé λ-èñ÷èñëåíèÿ. Â êíèãå ïîäðîáíåé-
øèì îáðàçîì èçëàãàþòñÿ λ-èñ÷èñëåíèå è êîìáèíàòîðíàÿ ëîãèêà,
ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ òåîðåì, ïîëó÷åííûõ
â äàííîé îáëàñòè. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî óïðàæíåíèé ïîçâîëÿþò
èñïîëüçîâàòü åå êàê ïðåâîñõîäíûé ó÷åáíèê. Äëÿ òåõ, êòî âïåð-
âûå îòêðûâàåò ýòó êíèãó, êàæóùàÿñÿ ñëîæíîñòü èçëîæåíèÿ êîì-
ïåíñèðóåòñÿ ëîãè÷åñêè ñòðîãèìè è ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè
òåîðåì. Àâòîð ñàì çàáîòèòñÿ î òîì, ÷òîáû îáëåã÷èòü åå ÷òåíèå.

4.3 Íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ ìíîãî ëåò
èññëåäîâàíèÿìè â îáëàñòè êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè è îñíîâàíèé
ìàòåìàòèêè çàíèìàåòñÿ À.Á. Êóçè÷åâ. Íà åãî ïåðñîíàëüíîé ñòðà-
íèöå â ñåòè Èíòåðíåò ïî àäðåñó http://kuzichev.boom.ru ìîæíî
íàéòè ìíîãî ïîëåçíîé èíôîðìàöèè.

4.4 Òåì, êòî íå ðåøèòñÿ òðàòèòü ñâîå âðåìÿ íà èçó÷åíèå êíèãè
Õ. Áàðåíäðåãòà, ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü íàïèñàííîå èì â ñî-
àâòîðñòâå ñ Ý. Áàðåíäñåíîì íåáîëüøîå ïî îáúåìó �Introduction
to λ-calculus�, êîòîðîå äîñòóïíî ïî àäðåñó http://www.cs.ru.nl/
E.Barendsen/onderwijs/sl2/materiaal/lambda.pdf.

4.5 Õîðîøåå èçëîæåíèå êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè è λ-èñ÷èñëåíèÿ
ìîæíî íàéòè â �Lecture Notes on the Lambda Calculus� Ïåòåðà
Ñåëèíäæåðà, êîòîðîå òàêæå äîñòóïíî äëÿ ñêà÷èâàíèÿ ïî àäðåñó
http://www.mscs.dal.ca/∼selinger/papers/lambdanotes.pdf
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4.6 Èñòîðèè λ-èñ÷èñëåíèÿ è êîìáèíàòîðíîé ëîãèêè ïîñâÿùå-
íà ãëàâà �History of Lambda-calculus and Combinatory Logic�, íà-
ïèñàííàÿ Ð. Õèíäëè è Ô. Êàðäîíå äëÿ ïÿòîãî òîìà Handbook
of the History of Logic. Òåêñò äîñòóïåí ïî àäðåñó http://www-
maths.swan.ac.uk/sta�/jrh/papers/JRHHislamWeb.pdf.
4.7 Åùå îäíó ðàáîòó ïî èñòîðèè �The Logic of Curry and Church�,
íàïèñàííóþ òàêæå äëÿ ïÿòîãî òîìà Handbook of the History of
Logic Äæ. Ñåëäèíîì, ìîæíî ñêà÷àòü ïî àäðåñó http://people.
uleth.ca/∼Ejonathan.seldin/CCL.pdf.


